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12 数の理論 
85 

(1) 

解法 1 
 334 º+ ba ( )7mod  ・・・① 

 523 º+ ba ( )7mod  ・・・② 

 ②×3-①×2 より， 29 ººa ( )7mod  

 ①×3-②×4 より， 311 º-ºb ( )7mod  

 よって， ba, を 7 で割った余りはそれぞれ 3,2  

解法 2 
 lk, を整数とすると，条件より， 

3734 +=+ kba  ・・・① 

 5723 +=+ lba  ・・・② 
 ②×3-①×2 より， ( ) 21237 ++-= kla  

 ①×3-②×4 より， ( ) 32437 +--= lkb  

 よって， ba, を 7 で割った余りはそれぞれ 3,2  

(2) 

解法 1 

 33 nm - を 3 で割った余りも kならば ( )nmnn --- 33 を 3 で割った余りは 0， 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1111

3333

+--+-=
---=---

nnnmmm
nnmmnmnm

　　　　　　　　
 

( ) ( )11 +- mmm ， ( ) ( )11 +- nnn は連続する 3 つの整数の積だから 3 の倍数である。 

よって， ( )nmnm --- 33 は 3 の倍数である。 

ゆえに， nm - を 3 で割った余りが kならば 33 nm - を 3 で割った余りも kである。 
解法 2 
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 これと， ( ) 33 kmm º- ( )3mod ， ( ) 03 º- nmmn ( )3mod より， 

 333 knm º- ( )3mod  

 0=k のとき 03 ºk ( )3mod  

 1=k のとき 1133 ººk ( )3mod  

 2=k のとき 28233 ºººk ( )3mod  

 よって， nm - を 3 で割った余りが kならば 33 nm - を 3 で割った余りも kである。 
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86 
 gbbgaa ',' == （ 'a と 'b は互いに素な自然数）とおくと， 

 ( ) 191758075'' 2 ××==+ gba  

 gbal ''= より， 73284'' 2 ××==ba  

 '' ba < だから， 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )5100,297542517519127
//20146
6783,1292323191725214

//31283
//44422
7980,959519585841
,''''

2 =×

=×

=×
+ bagbaba

 

補足：nが合成数か素数かの判定法 
nを合成数，その素因数の最小値を p，nを pで割った商を qすると， pqn =  ・・・① 

 また， qp > とすると， qは pより小さい素因数をもつことになるから不適。 

よって， qp £  ・・・② 

 ①，②より， 2ppqn ³=  np £\  

 ゆえに， nが合成数ならば n以下の素因数をもつ。 

したがって， 32358075 2 ×= において，323 が合成数か素数かは， 

18323 < より，323 が 17 以下の素数で割り切れるかどうかで判断できる。 
87 
 kを自然数とすると，任意の自然数は 36,26,16,6,16,26 +++-- kkkkkk のいずれかで

表せる。これらのうち，2 でも 3 でも割り切れない自然数，すなわち Pは 16 -k または

16 +k で表せる。 

 16 -= kP のとき 
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  ここで， ( )kk 1- は連続する 2 つの自然数の積だから 2 の倍数である。 

  よって， ( )kk 112 - も 24 の倍数である。 

  ゆえに， 12 -P は 24 の倍数である。すなわち 24 で割り切れる。 
 16 += kP のとき 
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  ここで， ( )1+kk は連続する 2 つの自然数の積だから 2 の倍数である。 

  よって， ( )112 +kk も 24 の倍数である。 

  ゆえに， 12 -P は 24 の倍数である。すなわち 24 で割り切れる。 
 以上より，題意が成り立つ。 

88 

(1) 

解法 1 

0ºy ( )5mod のとき： 222 º+y ( )5mod  

1±ºy ( )5mod のとき： 322 º+y ( )5mod  

2±ºy ( )5mod のとき： 1622 ºº+y ( )5mod  

よって，題意が成り立つ。 

解法 2 

25,15,5 ±±= kkky （ kは整数）を 22 +y に代入し， 22 +y が 5 の倍数でないことを示す。 

(2) 

 与式を変形し， ( )225 22 += yx とし，この等式が成り立つと仮定する。 

 (1)より， 22 +y は 5 で割り切れないから，5 は右辺の素因数ではない。 

 ところが，左辺は 5 を素因数にもつ。（矛盾） 

 よって，等式は成り立たない。 
 ゆえに，与式を満たす整数 yx, の組は存在しない。 

89 
 任意の正の整数 nは kkkn 3,13,23 --= （ kは自然数）で表せる。 

 23 -= kn のとき 

  1ºn ( )3mod より， 03215 55 ºº+º+n ( )3mod  

  これと 355 >+n より， 55 +n は 3 より大きい 3 の倍数だから，素数ではない。 
 13 -= kn のとき 

  2ºn ( )3mod より， ( ) 0311217 3327 ºº+×º+º+ nnn ( )3mod  

  これと 377 >+n より， 77 +n は 3 より大きい 3 の倍数だから，素数ではない。 
 kn 3= のとき 

  0ºn ( )3mod より， 00033 º+º+n ( )3mod  

  これと 033 >+n より， 33 +n は 3 より大きい 3 の倍数だから，素数ではない。 
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(1) 

解法 1 ユークリッドの互除法 

 ( ) 3313 33 -+×+=+ nnnn より， 

nn +33 と 13 +n の最大公約数は 13 +n と 3-n の最大公約数と等しい。 
( )( ) 289331 23 +++-=+ nnnn より， 

13 +n と 3-n の最大公約数は 3-n と 28 の最大公約数と等しい。 

よって， nn +33 と 13 +n の最大公約数は 3-n と 28 の最大公約数と等しい。 
また，28 は 5 を約数にもたないから， 3-n と 28 は 5 を公約数にもたない。 

よって， nn +33 と 13 +n の最大公約数に 5 は含まれない。すなわち 5¹g  

解法 2 

nn +33 と 13 +n が 5 を公約数にもつと仮定すると， 
適当な整数 k， lを用いることにより， 

knn 53 3 =+  ・・・① 

 ln 513 =+  ・・・② 
 ②① ´- 3 より， ( )lkn 353 -=-  ( ) 335 +-=\ lkn  

 これより， 3ºn ( )5mod  

 このとき， 4843 3 ºº+ nn ( )5mod ， 32813 ºº+n ( )5mod となり， 

 nn +33 および 13 +n は 5 の倍数でない。 
 これは①，②と矛盾する。 

 よって， nn +33 と 13 +n は 5 を公約数にもたない。 
 ゆえに， nn +33 と 13 +n の最大公約数に 5 は含まれない。すなわち 5¹g  

解法 3 

 nn +33 と 13 +n の公約数について 
  0ºn ( )5mod のとき 

   03 3 º+ nn ( )5mod ， 113 º+n ( )5mod より，5 は公約数でない。 
  1-ºn ( )5mod のとき 

   143 3 º-º+ nn ( )5mod ， 013 º+n ( )5mod より，5 は公約数でない。 
  1ºn ( )5mod のとき 

   43 3 º+ nn ( )5mod ， 213 º+n ( )5mod より，5 は公約数でない。 
  2-ºn ( )5mod のとき 

   41263 3 º-º-º+ nn ( )5mod ， 32713 º-º-º+n ( )5mod より，5 は公約数でない。 
  2ºn ( )5mod のとき 

   1263 3 ºº+ nn ( )5mod ， 4913 ºº+n ( )5mod より，5 は公約数でない。 

 以上より，5 は nn +33 と 13 +n の公約数ではない。 
 ゆえに， nn +33 と 13 +n の最大公約数に 5 は含まれない。すなわち 5¹g  



2018 スタンダード数学演習Ⅰ・Ⅱ・A・B 受験編を解いてみた    http://toitemita.sakura.ne.jp 

5 

(2) 

解法 1 

(1)の解法 1 から 

( )( ) ( )( ) 214933289331 223 ×+++-=+++-=+ nnnnnnn より， 

143 =-n のとき， ( )( ) 011331 23 +++-=+ nnnn となり， 14=g  17=\n  

解法 2 

 knn 143 3 =+  ・・・① 

 ln 1413 =+  ・・・② 
 とおくと， 
 ②① ´- 3 より， ( )lkn 3143 -=-  ( ) 3314 +-=\ lkn  

 これより， 3ºn ( )14mod  

 このとき， 0843 3 ºº+ nn ( )14mod ， 02813 ºº+n ( )14mod より， 

 nn +33 と 13 +n は 14 を公約数にもつ。 
 そこで， 314 += mn （ ,2,1,0=m ）とおくと， 

 0=m のとき 

  3=n より， 328843 3 ×==+ nn ， 2813 =+n  
  よって， 28=g となり，不適 

 1=m のとき 

  17=n より， 

( ) 311721414621786817117317171733 233 ×××=××=×=+×=+×=+ nn  

  3511449141171 33 ×==+=+n  
  2，17，31 は 351 の素因数ではない。 
  よって， 14=g  

 以上より， 14=g となる nの最小値は 17 
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(1) 
 0ºa ( )3mod のとき 

  02 ºa ( )3mod  
1ºa ( )3mod のとき 

  12 ºa ( )3mod  
 2ºa ( )3mod のとき 

  142 ººa ( )3mod  

 よって， 2a を 3 で割った余りは 0 か 1 である。 
別解 
 kkka 3,13,23 --= （ kは自然数）を使って示す。 

 

(2) 

 03 2 ºc ( )3mod より， 222 3cba =+ のとき， 022 º+ ba  

 これと(1)より， 022 ºº ba ( )3mod  
 ゆえに，(1)より， 0ºº ba ( )3mod  ・・・① 

 ①より， lbka 3,3 == （ lk, は自然数）とおくと， ( )2222 9 lkba +=+  

 よって， ( ) 222 39 clk =+  ( ) 03 222 º+=\ lkc ( )3mod  
 ゆえに，(1)より， 0ºc ( )3mod  

 以上より，題意が成り立つ。 

(3) 

 ある自然数 000 ,, cba が存在し， 2
0

2
0

2
0 3cba =+ を満たすと仮定する。 

(2)より， 000 ,, cba は 3 の倍数だから， 

101010 3,3,3 ccbbaa === となる自然数 111 ,, cba が存在し， 
2

1
2

1
2

1 9399 cba ×=+ より， 2
1

2
1

2
1 3cba =+  

222 3 nnn cba =+ （ ,2,1,0=n ）が成り立つとき， 
(2)より， nnn cba ,, は 3 の倍数であるから， 

111 3,3,3 +++ === nnnnnn ccbbaa となる自然数 111 ,, +++ nnn cba が存在する。 

よって，帰納的に， 
222 3cba =+ を満たす自然数 nnn cba ,, （ ,2,1,0=n ）は無数存在する。 

ところが， 111 3,3,3 +++ === nnnnnn ccbbaa （ ,2,1,0=n ）より， 

01210 >>>>>>> +  nn aaaaa ， 01210 >>>>>>> +  nn bbbbb ， 

01210 >>>>>>> +  nn ccccc となるから， 

nnn cba ,, （ ,2,1,0=n ）の数は有限である。（矛盾） 

ゆえに， 2
0

2
0

2
0 3cba =+ を満たすある自然数 000 ,, cba は存在しない。 

すなわち 222 3cba =+ を満たす自然数 cba ,, は存在しない。 



2018 スタンダード数学演習Ⅰ・Ⅱ・A・B 受験編を解いてみた    http://toitemita.sakura.ne.jp 

7 

92 

(1) 

 pa b =-1 （ pは素数）とすると， ( )( )111 21 +++-=- -- bbb aaaa より， 

( )( ) paaa bb =+++- -- 11 21   

 ba , は 2 以上の整数だから， 111 21 +++£-£ -- bb aaa  

よって， 11=-a すなわち 2=a  

このとき， pb =-12  

bが合成数のとき 
 bは 2 以上の 2 つの整数の積で表せるから， mnb = （ nm, は 2 以上の整数）とおくと， 

 ( )
( )( ) ( ){ }12212

12

1212

21
+++-=

-=

-=-

--


nmnmm

nm

mnb

　　　

　　　  

 ( ) ( ) 122123
21

+++<-£
--


nmnmm  

 よって， 12 -b は 3 以上の 2 つの整数の積で表せることから素数ではない。 
bが素数のとき 

 12 -b は ( )( )12212 21 +++- -- bb  

 すなわち 1 と 122 21 +++ -- bb の積でしか表せないから， 12 -b は素数である。 

以上より， 1-ba が素数ならば， 2=a であり，かつbは素数である。 
(2) 

命題の対偶「 cb 2= と表せないならば 1+ba は素数でない」が真であることを示す。 
cb 2= と表せないこととbが 3 以上の奇数を因数にもつことは同値だから， 

c2 と表せないbを kb c ×= 2 （ cは 0 以上の整数， kは 3 以上の奇数）とおくと， 

( ) 1

11
2

2

+=

+=+ ×

k

kb

c

c

a

aa

　　　
 

ここで，式を簡単にするため， Aa
c
=2 とおくと， kは奇数だから， 

( )( )11

11
21 +-+-+=

+=+
-- AAAA

Aa
kk

kb

　　　
 

これと 

22
022 =³=

c
aA より， 

31³+A  

( )( )
1

111
2

63221

+-³

++++-=+-+- ----

AA

AAAAAAA kkkk
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 より， 

1+ba は 3 以上の 2 つの整数の積で表されるから， 1+ba は素数でない。 
よって，命題の対偶が真である。 

ゆえに，命題は真である。 

補足 

 初項 1，公比 A- ，項数 nの等比数列の和は ( ) ( ) ( ) ( )
( )A
AAAA

n
n

--
--

=-++-+-+ -

1
11 121   

 nが奇数ならば，
A
AAAAA
n

nn

+
+

=+--+- --

1
11 122  より， 

( )( )111 21 +-+-+=+ -- AAAAA nnn   


